Planche n° 30. Matrices : corrigé

Exercice n°1

2 2 1 0 2 1
1) Soit X=| =3 |.Mx=[ =3 -1 1 3 = 2 |etu@2i—3j+5k =i+2j—3k
5 10 -1 5 -3

X
2)Soit X=1[ y € M3 1(R) .
z

2 1 0 X 0 2x+y=0 W
MX=0&s| -3 -1 1 y|=[0]&¢ 3x—-y+z=0 #}{y: .
1T 0 -1 z 0 x—z=0 E=x

Donc, Ker(u) = Vect(i—2j+k). En particulier, dim(Ker(u)) = 1 et, d’aprés le théoréme du rang, rg(u) = 2. Or, u(j) =i—j
et u(k) =j — k sont deux vecteurs non colinéaires de Im(u) qui est un plan vectoriel et donc Im(u) = Vect(i —j,j — k).
On peut noter quei—2j+k=(1—j) — (j — k) € Im(u) et donc Ker(u) C Im(u).

3)
2 1 0 2 1 0 1T 1 1
MZ=| =3 —1 1 -3 -1 1 =| =2 =2 =2
1T 0 -1 1T 0 -1 T 1 1
T 1 1 2 1 0
ME=M’xM=|[ -2 -2 =2 -3 =1 1 =0.
T 1 1 1T 0 -1

4) Ker (uz) est le plan d’équation x +y + z = 0. Une base de Ker (uz) est (1—3j,j — k) et donc Ker (uz) =Im(u) =
Vect(i—3j,j — k).

et

D’aprés le théoréme du rang, Imu? est une droite vectorielle. Mais u? = 0 s’écrit encore wo u? = 0, et donc Im (uz) est
contenu dans Ker(u) qui est une droite vectorielle. Donc, Imu? = Keru = Vect(i — 2j + k).

5) (I—M) (I + M+ Mz) =1— M3 =1 Par suite, | — M est inversible a droite et donc inversible et

100 2 1 0 111 4 2 1
I-M) "=1+M+M?*=[0 1T 0 |+ -3 =1 1 |+| 2 -2 =2 |=| -5 -2 -1 ].
0 0 1 T 0 -1 111 21 1

Exercice n° 2

Soient x et y deux réels.

AXAY) = cosx —sinx cosy —siny \ [ cosxcosy—sinxsiny —(sinxcosy+ cosxsiny)
Y=\ sinx  cosx siny cosy ~\sinxcosy 4+ cosxsiny cosxcosy —sinxsiny

_( cos(x+y) —sin(x+y)
T\ Usin(x+y) cos(x+vy)

) =A(x+y).

En particulier,

et A(x) est inversible d’inverse A(—x).

On a aussi, pour n entier naturel non nul donné :

ce qui reste clair pour n =0 car A(x)® =1, = A(0). Enfin, (A(x)) ™ = (A(x)"")" = A(—x)™ = A(—nx). Finalement,

cos(nx) —sin(nx))

sin(nx)  cos(nx)
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Exercice n° 3

1) rg(u

g(u k)) = rg(u(j), u(k),u(i)). La matrice de cette derniére famille dans la base & = (i,j, k) est
1

=r
0 0
1 0 |. Cette derniére famille est de rang 3. Donc, rg(u) = 3 et u est bien un automorphisme de R3. Posons
31

1), i’ =u(j) et k' =u(k) de sorte que u'(i") =1, u'(j') =j et u ' (k') = k.

=k k=1

u (k) =1
i"=i-3k &< i=3"+j &< uli)=3i+j
k' =3+ 3k j=-31"+%k’ u'(j)=-3i+k
et
3 =31
Al=Matg(u')=(1 0 0
0o 1 0
2) et 3) Posons e; = xi +yj + zk ot (x,y,z) € R3.
-1 1 0 X 0 —x+y=0
ule;)=e1 & (u—Id)(e;) =0& 0o -1 1 y |=(0 | —y+z=0 Sx=y =2z
1 -3 2 z 0 x—3y+2z=0
On prend e; =i+j+ k.
Posons e; = xi+yj + zk.
—x+y=1
uer)=e1+ex & (u—Id)(ez) =e1 &< —y+z=1 Sy=x+Tletz=x+2.
x—3y+2z=1
On prend e; =j + 2k.
Posons ez = xi +yj + zk.
—x+y=0
ules) =ex+es e (u—Id)(es)=e2 &< —y+z=1 Sy=xetz=x+1.
x—3y+2z=2
On prend e3 = k.
10 0
La matrice de la famille (e, ez, e3) dans la base (i,j,k) est P= | 1 1 0 |]. Cette matrice est de rang 3 et est donc
1 21
inversible. Par suite (e7, ez, e3) est une base de R3. Enfin,
(4] :i+j+k k:€3
e =j+2k =3 j=ey—2es y
e3 =k i=e;—exy+e3
et
1 0
Pl=1{ -1 1
1 =21
11 0
4) Soit T est la matrice de u dans la base (e1,e2,e3). T=| 0 1 1 |]. Les formules de changement de bases s’écrivent
0 0 1
T =P 'AP ou encore A = PTP~!. Par suite, pour tout relatif n, A™ = PT"P~ 1.
010 0 0 1
Posons N=| 0 0 1 |.OnaN?2=| 0 0 0 | puis N3=0.
0 00 0 00

Donc, pour n entier naturel supérieur ou égal & 2 donné, puisque I et N commutent, la formule du binéme de NEWTON
fournit
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1T n nn-1)/2
N2=10 1 n
0 0 1

Cette formule reste vraie pour n =0 et n=1. Pour n = —1, (I+N)(I—=N+N?) =1+ N3 =1 et donc

1 -1 1 ;o b1

T”:(I+N)”:I+nN+@

T =(I+N)"T=I-N+N?=| 0 1 -1 |=|, 2 ,
0 0 1 0 0 1
. . . T nmn—1):2 B
et la formule reste vraie pour n = —1. Enfin, pour n entier naturel non nul donné, T™™ = { [+ nN + fN
mais (I—I—nN + WNZ) (I—nN + w]\ﬂ) =letdoncT ™" =1—nN+ w]\lz. Finalement,
_ 1T n nn-1)/2
vn e 7, T“=1+nN+MN2: 0 1 n
(U 1
Puis
100 1T n nn-1)/2 1 0 0
AM=PT"P'=[ 1 1 0 0 1 n -1 1 0
2 1 0 0 1 1 =21
1 n nn-—1)/2 1 0 0
=1 n+1 nn+1)/2 -1 1 0
1T n+2 n+1)n+2)/2 1 =21
Mm—1)(n-2)/2 —n(n—2) nn-1)/2
= nm-1)/2 —m=1)(n+1) nn+1)/2
nn+1)/2 —n(n+2) m+1n+2)/2

ce qui fournit u™(i), u™(j) et u™(k).
Exercice n° 4

1) Pour P élément de R, [X],

f(P) = X" (PeX")" = X" (P'e X" — 2XPe X") = P/ — 2XP.

Alnsi, si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n, f(P) =P’ — 2XP est un polyndome de degré inférieur ou égal a
n -+ 1, et f est bien une application de R, [X] dans R, 1[X].

De plus, pour (A, u) € R? et (P,Q) € Ry[X], on a :

f(AP + pnQ) = (AP + Q)" — 2X(AP + pnQ) = A(P" — 2XP) + u(Q’ — 2XQ) = M (P) + uf(Q).
f est élément de Z (R, [X], R, 1[X]).
2) La matrice A cherchée est élément de My 41 n(R).
Pour k =0, f(X¥) = f(1) = —2X et pour 1 < k < n, f(X*) = kX* 1 —2X**1. On a donc :

0 1 o ... ... 0
-2 0 2 0
0 -2 0
A= 0
n
: =2 0
0o ... .. 0 =22

3) Soit P € R, [X] tel que f(P) =0. Si P n’est pas nul, —2XP a un degré strictement plus grand que P’ et donc f(P) n’est
pas nul. Par suite, Kerf = {0} (f est donc injective) et d’apreés le théoréme du rang, rgf = dim(R,[X]) —0=n+1, ce qui
montre que Imf n’est pas Ry1[X] (f n’est pas surjective).
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Exercice n°5

f n’est pas nul et donc dim(Kerf) < 2. Puisque f2 = 0, Imf C Kerf. En particulier, dim(Kerf) > rgf = 3 — dim(Kerf) et
3

dim(Kerf) > 5

Finalement, dim(Kerf) = 2. Kerf est un plan vectoriel et, d’aprés le théoréme du rang, Imf est une droite vectorielle,
contenue dans Kerf.

f n’est pas nul et donc il existe eq tel que f(e;) # O (et en particulier e; # 0). Posons e; = f(eq). Puisque f2 = 0,
f(e2) = f?(e1) = 0 et e, est un vecteur non nul de Kerf. D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe un vecteur
e3 de Kerf tel que (ez, e3) soit une base de Kerf.

Montrons que (e, ez, e3) est une base de R3. Soit (o, B,v) € R3.

xer + ez +ves =0= f(ae; + ez +ve3) =0= xe; =0 = o =0 (car e; £ 0).

Puis, comme ey +yes; =0, on obtient 3 =y = 0 (car la famille (ez, e3) est libre).
Finalement, « = 3 =y = 0 et on a montré que (e, ez, e3) est libre. Puisque cette famille est de cardinal 3, ¢’est une base

0 0 0
de R3. Dans cette base, la matrice A de fsécrit: A=| 1 0 0
0 00

Exercice n° 6

Soit f I’endomorphisme de RP de matrice A dans la base canonique % de RP. Pour 1 <k < p, on a f(ex) = epy1_x et
donc f2(ex) = ex. Ainsi, A% = I,. Mais alors, pour n entier relatif donné, A™ = I, si n est pair et A™ = A si n est impair.

Exercice n° 7

1 1T x
Pour x €] — 1, 1[, posons M(x) = —— . Posons ensuite G = {M(x), x €] — 1, 1[}.
VI—x2 \Ux 1

Soit alors x €] — 1, 1[. Il existe un réel a (et un seul) tel que x = tha. On a

M(x) = 1 1 x —ch 1 tha\ ([ cha sha

T T x2\x 1 )7 “\tha 1 “\sha cha /°
cha sha . N .

Posons, pour a € R, N(a) = sha cha ) On a ainsi Vx €] — 1,1, M(x) = N(a) ot a est le réel tel que x = tha ou

aussi, Va € R, N(a) = M(th a). Par suite, G = {N(a), a € R}.

Soit alors (a,b) € R2.

N(a)N(b) = ( cha sha ) ( chb shb ) _ ( chachb+shashb shachb+shbcha )

sha cha shb chb ) — shachb+shbcha chachb+shashb

[ ch(a+b) sh(a+Db)

a ( sh(a+b) ch(a+Db) ) = N(a +b).

Montrons alors que G est un sous-groupe de (4.Z>(R), x).

e N(0) =1, € G et donc G est non vide.
e Va € R, det(N(a)) = ch’a—sh?a=1 #0 et donc G C ¥.Z>(R).
e V(a,b) € R2, N(a)N(b) = N(a+b) € G et Va e R, (N(a)) ! = ( cha  —sha

—sha cha
On a montré que G est un sous-groupe de (9.Z>(R), x).
Exercice n° 8

1) La démonstration la plus simple apparaitra dans le chapitre suivant : le déterminant d’une matrice triangulaire est le
produit de ses coefficients diagonaux. Cette matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul ou encore
si et seulement si aucun des coefficients diagonaux n’est nul.

Pour l'instant, le plus simple est d’utiliser le rang d’une matrice. Si aucun des coefficients diagonaux n’est nul, on sait que
le rang de la matrice est son format et donc que cette matrice est inversible.

Réciproquement, notons (e1, ..., en) la base canonique de My 1(K). Supposons que A soit une matrice triangulaire infé-
rieure dont le coefficient ligne 1, colonne 1i, est nul. Si i =n, la derniére colonne de A est nulle et A n’est pas de rang n et
donc n’est pas inversible. Si i < n, alors les n — 14 1 derniéres colonnes sont dans Vect(eiy1,...,en) qui est de dimension
au plus n—1i(< n—1i+1), et encore une fois, la famille des colonnes de A est liée et donc la matrice A n’est pas inversible.
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2) Soit A = (@i j)1<i,j<n une matrice triangulaire supérieure et f 'endomorphisme de K™ de matrice A dans la base
canonique & = (€1,...,en) de K". Soit ' = (en,...,e1). B’ est encore une base de K™. Soit alors P la matrice de
passage de B a B’ puis A’ la matrice de f dans la base B’. Les formules de changement de bases permettent d’affirmer
que A’ =P TAP et donc que A et A’ sont semblables.

Vérifions alors que A’ est une matrice triangulaire inférieure. Pour 1 € [1,n], posons e{ = en11—.

A est triangulaire supérieure. Donc, pour tout i € [1,n], f(e;) € Vect(eq,...,ei). Mais alors, pour tout i € [1,n],
f(e; i) € Vect(e;,...,e;,_;) ou encore, pour tout i € [1,n], f(e{) € Vect(e],...,e{). Ceci montre que A’ est une
matrice triangulaire inférieure.

Exercice n° 9

1) E = Vect(I,]). Donc, E est un sous-espace vectoriel de .#5(R). La famille (I, ]) est libre car la matrice | n’est pas une
matrice scalaire et donc est une base de E. Par suite, dimE = 2.

2) J? = ( (]) } > < (]) } ) = < (]) % ) = 2] — 1. Plus généralement, pour (x,y,x’,y’) € R,

M, yM(x',y) = (xXI+y)) (X' T+y']) = xx'T+ (xy’ +yx )] +yy'J? = (xx’ —yy )T+ (xy’ +yx’ + 2yy")J (=).

Montrons alors que (E,+, X) est un anneau.

e (E,+,.) est un sous-espace vectoriel de .#>(R). En particulier, (E,+) est un groupe commutatif.
e D’aprés (*), la restriction de x a E est une loi interne dans E.

e X est associative et distributive sur I’addition.

e [, € E est élément neutre pour Xx.

e D’aprés (%), X est commutative dans E.

Done, (E,+, x) est un anneau.

3) Soit ((x,y), (x',y)) € (R?)*.

M(x,y) x M(x",y') =T & (xx" —yy )T+ (xy’ +yx’ +2yy')] =1

x'—yy' =1 . .
= { yx’ + (x + 2y)y’ =0 (car la famille (I, J) est libre).
Le déterminant de ce dernier systéme d’inconnues x’ et y’ vaut x(x +2y) +y? = x? +2xy +y? = (x +y)?. Siy # —x, ce
systéme admet un et seule couple solution.

Par suite, si y # —x, il existe (x’,y’) € R? tel que M(x,y)M(x’,y’) = I. Dans ce cas, la matrice M(x,y) est inversible
dans E.

! I
Siy = —x, le systéme s’écrit { X(x"+y')

=1
—x(x"+y’) =

et n’a pas de solution.

0
4) a) Soit (x,y) € R2.

2 2 _ 2 2
2 xt—y- =1 y=0 xc—y- =1 y=20 y=20
M(x,y) _Iéé{Zy(X-l-y):O {xzz] Ou{ x+y=20 {x_] ou =

Dans E, I'équation X2 = I admet exactement deux solutions a savoir I et —I.

b) Soit (x,y) € R2.

22 - —0 -
My =06 { 3 Y T e {0 e 9207 ev=a

Dans E, Péquation X? = 0 admet pour solutions les matrices de la forme A(J — 1) = < 8 (})\ ), AeR.

c) Soit (x,y) € R?.

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



2 2 2 2
2 X-—y - =x XT—=Yy" =X
1
_ y=-—x+3
@{yz_o ou it
=X x> ——x+35) =x
2
Too
= y=0 oud 9T ou 4 = y=0 ou { Y
Yy=-—Xx+s5

Dans E, Péquation X? = X admet exactement deux solutions & savoir 0 et I.

0 1

5) PosonsNz]—Iz(O 0

>. On a N2 = 0 et plus généralement N* = 0 pour tout k > 2.
Soient (x,y) € R? et n € N*.

M(x,y) =xI+yJ=xI4+y(I+N)=(x+y)I +yN.

Puisque les matrices (x +y)I et yN commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire

n

(M(x,y)" = ((x+y)T+yN)" = 3 C:) (x+y)" FI Ry RN
k=0

n n—1
—(X+y)“l+ny(X+y)“_1N—< bt )™ mylx +y) )
Exercice n° 10
Soit (i,j) la base canonique de R? et (e7, ez, e3) la base canonique de R3. On cherche f € Z(R?,R3) et g € Z(R3,R?)
tels que
fog(er) =—ey+es, fog(les) =—e; +e3etfog(es) =—e; —ez+2e3 =fog(e +ez).

On pose g(er) =1, g(ez) =j et gles) =1i+j, puis f(i) = —e2 + e3 et f(j) = —e; + e3. Les applications linéaires f et g
conviennent, ou encore si on pose

0o -1
A= -1 0 et B= 101 ,
011
1 1
0 -1 0o -1 -1
alors AB=| -1 0 ( g) (]) } ) = -1 0 -1
1 1 1 1 2
A et B désignent maintenant deux matrices quelconques, éléments de .#3>(R) et .#>3(R) respectivement, telles que
0o -1 -1
AB=| —1 0 —1 |. Calculons (AB)2. On obtient
1 1 2
o -1 -1 o -1 -1 o -1 -1
(AB?2=[ -1 0o —1 -1 0 -1 ]=[-1 0 -1 |=AB.
1 1 2 1 1 2 1 1 2

Mais alors, en multipliant les deux membres de cette égalité par B & gauche et A & droite, on obtient
(BA)® = (BA)? ().
Notons alors que

rg(BA) > rg(ABAB) = rg((AB)?) = rg(AB) =2,

et donc, BA étant une matrice carrée de format 2, rg(BA) = 2. BA est donc une matrice inversible. Par suite, on peut
simplifier les deux membres de I’égalité () par (BA)? et on obtient BA = I5.
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Exercice n° 11
Soit Z = (ei)1<ign la base canonique de C™ et (e{)1<icn la famille d’éléments de C™ de matrice A dans la base .

Par définition de A, on a

n
Vie[l,n—1], e/ =iei + Z ej et e), = men.
j=i+1
En retranchant membre & membre ces égalités, on obtient
Vie[l,n—1], e{ —e{,; =ilei —eiy1) et e}, =nen,

ou encore

1 1
Vie[l,n—1], ei —eiy1 = {(e{—e{ﬂ) et en = Ee“'

Mais alors, pour i € [T,n—1], on a

n—1 n—1 ) 1 ) n—l] ) n 1 ) 1 )
61:Z(eJ e]+1)+en—Z (eJ—eH])—I-Hen: € — Z _163—1—;6“
)=t )=t j=1 ) j=i+1 )
1, &« 1, &« 1,
=716t 76 > =19
j=i+1 j=i+1
1, i 1T,
~€— Y j
i 5361

On en déduit que C* = Vect(er,...,en) C Vect(e],...,e),), ce qui montre que la famille ' = (eq,...,e},) est génératrice

de C™ et donc une base de C™. Par suite, A est inversible et

L
{511:]
AT = Maty X = (a{’j)]gi,jgn ou Cl{yj = S sii>j
ii—1)
0sii<j

Exercice n° 12

Soit A = (ak,1)1<k,1<n € #n(K).
Si A commute avec toute matrice, en particulier : V(i,j) € {1,...,n}?, AL ; = Ei;A. Maintenant,

n n
ALk = E ax1Ex 1B = E ay,ikxj et EijA = E ay,1EijEx1 = E aj1Eqn.
oL k=1 oL =1

On note que si k # i ou l # j, Exj # Ei 1. Puisque la famille (Ei;) est libre, on peut identifier les coefficients et on
obtient : si k # 1, ax,; = 0. D’autre part, le coefficient de E;; est a;; dans la premiére somme et a;; dans la deuxiéme.
Ces coeflicients doivent étre égaux.

Finalement, si A commute avec toute matrice, ses coefficients non diagonaux sont nuls et ses coefficients diagonaux sont
égaux. Par suite, il existe un scalaire A € K tel que A = Al,,. Réciproquement, si A est une matrice scalaire, A commute
avec toute matrice.

Exercice n° 13

1)
PRE YA 1]2 1012 1012 1 1
| 1/2 173 14 | =xg| V2 V12 VIZ O (1g(Ch, €, Ca) = 1(Cr, €2 = 5€1,Cs = 5C1))
13 1/4 m 13 112 mg
10 0
=rg 1721712 07 (rg(Cq, C2,C3) =1rg(Cy,C2,C3 —C2))
13 112 m— 2
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7 7
Sim = —, rgA =2 (on note alors que C; = 6(C; — C3)) et si m # 3 rgA = 3 et A est inversible.

36’
2)
1 1 1 1 0 0
rg| b+c c+a a+b =rg| b+c a—b a—c (rg(Cq7,C2,C3) =1g(Cq,C2 — C1,C3 — Cq))
bc ca ab bc cla—b) bla—c)

ler cas. Si a, b et ¢ sont deux & deux distincts.

1 0 0 1 0 0 1 0 0
rg|l b+c 1 1 | =rg| b+c 1 0 =rg| b+c 1 0 |.
bc ¢ b bc ¢ b—c bc ¢ 1

Dong, si a, b et ¢ sont deux & deux distincts alors rgA = 3.

g == O

o O O
SN——

0 0 1
2éme cas. Sib=c#a(oua=c#boua=D>b#c). Aaméme rang que ( 2b 1 1 ) puis que ( 2b
b b b2
Donc,sib=c#aoua=c#boua=>b#c, rgA =2.
3éme cas. Si a =Db =c, il est clair dés le départ que A est de rang 1.

3) Puisque rg(C1 y Cz, C3, C4) = rg(C1 y CZ — ClC] y C3 — C] y Cyq— bC] ),

1 a 1 b 1 02 0 0 -2 b—a 1—ab
a 1 b 1 a 1T—a® b—a 1—ab
rg =rg =1+4rg| b—a 0 a—>
1 b1 a 1 b-a 0 a—b l—ab a—b 1—b2
b1 a1 b 1—ab a—b 1-b?
ler cas. Sia#b.
1—a? b—a 1—ab 1—a? 1 1—ab
rgA=1+4+1rg| b—a 0 a—> =1+rg 1 0 —1
1—ab a—b 1-b? l—ab -1 1-b?

1 0 —1
=l+rg| 1—a> 1 1—ab (rg(Ly, L2, L3) = rg(L2, Ly, L3)).
1—ab —1 1-—0b?2

1 0 0 1 0 0
=T+rg| 1—a> 1 2—a?*?—ab | =1+rg| 1—a? 1 0
1—ab —1 2—b%?—ab 1—ab —1 (2—b%2—ab)+(2—a?—ab)
1 0 0
=1+4rg| 1—a? 1 0
1—ab —1 4—(a+b)?

Sia#beta+b#+2, rgA=4etsia#beta+b==22 rgA=3.

2éme cas. Sia=>.

1—a? 0 1-a? 1—a? 1—-a? a2 1—a?
rgA =1+41g 0 0 0 =1+rg 0 0 —1+rg(]_a2 1—a2)
T—a? 0 1—-a? 1—a? 1-a?

Sia=b=+41,rgA=1letsia=b#+1, rgA =2.
4) Pour n > 2 et j € [1,n], notons Cj la j-éme colonne de la matrice proposée.

i+i+i)icicn = (Wicicn Hill+ Nicicn = iU+,

G =
2 1
3 2

avec U = - et V= i |
n

n+1
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Ainsi, Vj € [1,n], Cj € Vect(U, V) ce qui montre que rgA < 2. De plus, la matrice extraite ( g 2 ) (lignes et colonnes
1 et 2) est inversible. Donc rg(A) > 2 et finalement rgA = 2.

5) On suppose n > 2. La j-éme colonne de la matrice s’écrit

Cj = (sinicosj +sinjcosi)i<i<n = (sinj) C + (cosj) S avec C = (cosi)icign €t S = (sini)1<ign.

Par suite, Vj € [1,n], C; € Vect(C, S) ce qui montre que rgA < 2. De plus la matrice extraite formée des termes lignes et
colonnes 1 et 2 est 1nvers1ble car son déterminant vaut sin2sin4 — sin® 3 = —0,7... # 0 et finalement rgA = 2.

6) Déterminons KerA. Soit (xi)1<ign € #n,1(C).

(Xihgign € KerA & Vie [[1,1’1.— 1ﬂ, axi + bxi 1 =0etbx; + axy =0 (S)
ler cas. Si a =b =0, alors clairement rgA = 0.
2éme cas. Si a=0et b #0, alors (S) & Vi € {1,...,n} x; = 0. Dans ce cas, KerA = {0} et donc rgA =n.
b

3éme cas. Si a # 0. Posons o = ——.
a

(S) &Vke[l,n—1], xx = oxk+1 et xn = 0xq
&S Vke[l,n], xx = o g et xp = oxy
& vke[l,n], xx = o KDy et a™xg = x3
Mais alors, si ™ # 1, le systéme (S) admet 'unique solution (0,...,0) et rgA =n, et si ™ =1
KerA = Vect((1,a™ 1, ..., &%, «)) est de dimension 1 et rgA =n — 1.
b
En résumé, sia=b=0,rgA =0etsia=0et b #0, rgA =n. Sia;é()et—a €Uy, r1gA=n—1etsiaz#0et
b
—— ¢ Uy, rgA =n.
a
Exercice n° 14
Soit H un hyperplan de ., (K) et f une forme linéaire non nulle sur ., (K) telle que H = Kerf.

Pour A = (ai,j)1<i,j<n7 posons f(A) = § &Xi5045-
1<i,jsn

n
ler cas. Supposons 3(i,j) € [1,n]?/i#jet «i,; 7 0. On pose alors S = Z o,k et on considére

k=1
= S
A= ZEk,k_—E‘L]
k=1 %5

A est triangulaire a coeﬂicients diagonaux tous non nuls et est donc inversible.

De plus, f(A Z Xk ——ij =S —S =0et A est élément de H.
1,

2éme cas. Supposons Y(i,j) € [1,n]?, (i#j= aq,j = 0). Alors, VA € M, (K Z Oq104 4.
Soit A=En1+E21+E32+4+...+En_1n. A estinversible car par exemple égale & la matrlce de passage de la base
canonique (e, €2, ...,en) de K™ & la base (en,eq,...,en—1). De plus, f(A) =0 et donc A € H.
Exercice n° 15
X1
Soit X = 5 un vecteur du noyau de A. Supposons X # 0. Soit iy est un indice tel que |xi,| = Max{|xi|, i € [1,n]}.

Xn
On a [xi,| > 0. Mais alors,

AX=0="ie[l,n], ) aijx =0
j=1

= 0o i0Xiol = | = D aig 5| < D aig ] x il < Ixiol Y laig

j#io j#to j#io
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Puisque [xi,| > 0, on obtient |ai, i, < Z lai, ;| contredisant les hypothéses de 1’énoncé. Donc, il est absurde de supposer
j#io

que KerA contient un vecteur non nul et A est bien inversible.

Exercice n° 16

Soient k et | deux entiers tels que 1 <k <net 1 <1< n. Le coefficient ligne k, colonne 1 de AA vaut :

3 @O G-10-1) - i (wkft)i—’ )

j=1 j=1
n
ler cas. Sik=1 w* ! =1, et le coefficient vaut Z 1=n.
j=1

2éme cas. Sik#1. Ona—(n—1)<k—1<n—1aveck—1+#0 et donc, k — 1 n’est pas multiple de n.
Par suite, w* ' # 1 et

R e (T B e o

1—w T l-—w =0.

(@Y

1

n

)

En résumé, AA = nl,,.. Donc A est inversible a gauche et donc inversible et A~ = —A.

Sl=

Exercice n° 17

Soit f ’endomorphisme de R, [X] qui, & un polyndéme P de degré inférieur ou égal a n, associe le polynéme P(X + 1).
Par la formule du bindme de NEWTON, on voit que A est la matrice de f dans la base canonique (1, X, ...,X™) de R, [X].
f est clairement un automorphisme de Ry, [X], sa réciproque étant I’application qui, & un polynéme P associe le polyndéme

P(X—1).
A est donc inversible et A~ = (bi,j)o<i,jen O byj =0sii>jet by = (1) (;) sii<j.

Exercice n° 18

1) Posons | = ( } } ) de sorte que A = 1+7]. On a J? = 2] et donc, plus généralement : Yk > 1, J* = 2K~1]. Mais

alors, puisque I et ] commutent, la formule du binome de NEWTON fournit pour n entier naturel non nul donné :

A“:(I+I)“=I+; (’;)szu <; (L‘)zk’>1=1+% ((i (’;)zk> —1)]

k=0

=I5 ((1+2" =] =1+50 _m_§<3“—1 3n+]>

ce qui reste vrai pour n = 0. Donc,

1/3"+1 3n—1
n_ _
yneN, A —2(3n_1 3n+]>
Pour n entier naturel donné, posons X, = ( tn ) Pour tout entier naturel n, on a alors X,,.1 = A x X, et donc,
n
3" +1
1/3%+1 3"—1 1 2
_ n — _ =
X =A XXO_z(sn—1 3n+1)(o) 3
2
Donc,
3" +1 3" —1
VnEN,un:Tetvn: 7

2) Soit 1 € N. un41 +vnt1 = 3(un + vn). Dong, la suite w+v est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme
U +vo = 1. On en déduit que

vneN, u, +v, =3" (I).
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De méme, pour tout entier naturel 1 wn41 —vn41 = Un — vn. Donc, la suite u + v est une suite constante. Puisque
Uup —vo = 1, on en déduit que

vneN, u, —v, =1 (II).
En additionnant et en retranchant (I) et (II), on obtient

341 3" -1

neN, u, = 5 et v, = >

Exercice n° 19

On note 1 le rang de A. Si v =0, A est nulle et donc B est nulle.

Sinon, il existe deux matrices carrées inversibles P et Q de format n telles que A = PJ;.Q ou J, = ( L 8 ) Soient
P 0 ... 0 Q 0 ... 0
, 0 T , o ..
P/ = _ € /fnp(C) et Q' = ] € «/[np((c)-
P ¢ P ¢
0O ... 0 P 0 0 Q
Un calcul par blocs fournit
P 0 0 P~ 0 0 P10 0 P 0 0
0 0 : | o 0
0 0 0 0
0 0 P 0 0 p! 0 ... 0 p! 0 0 P
In O 0
SO
0 0 In
P10 ... 0 Q" o ... 0
Donc P’ est inversible d’inverse _ R : . De méme, Q' est inversible d’inverse
P O ; .0
0 ... 0 P 0 ... 0 Q'
De plus, un calcul par blocs montre que
PI,Q 0 ... 0 J» 0 ... O
= O 7 =ppQag=| °
: I 0 R ¢
0 ... 0 PILQ o0 ... 0 J;

La matrice B est équivalente a la matrice J| et a donc méme rang que J/. Enfin, en supprimant les lignes nulles et les
colonnes nulles, on voit que la matrice ]| a méme rang que la matrice I, a savoir pr. Dans tous les cas, on a montré que

rg(B) = p x rg(A).
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